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Généralisation d’une intégrale de Dirichlet et application

Le but de ce sujet est de calculer I'intégrale de Dirichlet généralisée

/0+<>o 1- (cos(t))Qp+1 "

t2

et d’utiliser ce calcul pour évaluer une espérance.

Partie | : Calcul d’une intégrale

Dans tout ce qui suit,  est un élément de ]0; 1] fixé.

1 > Montrer que pour tout 6 €]—7 ;7[, la fonction f définie par

f:]0;400[ — C

twfl
t— ————
1+ tel?

est définie et intégrable sur ]0; +ool.
Soit r la fonction définie par
r:]—m;n[— C
400 tz—l
b [T
Jo 1+ tel?

2 > Montrer que la fonction 7 est de classe C sur |—m ;7| et que :

Vo E] — T 7'['[7 7"/(0) = —ieigA m dt.

Indication : soit 3 €]0; 7|, montrer que pour tout § € [—3; 3] et t € [0, +o0],
[14te?)? > |1+ te|2 = (t + cos(B))? + (sin(3))2.
Soit g la fonction définie par
g:|—-mn[—C
+00 t1*1

- dt
1+ tel?

0 — eiw@ /
0
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3 > Montrer que la fonction g est de classe C sur | —7; 7[ et que pour tout 6 €] —m; 7|,

20 +o00
J(0) = ie® / K(t) dt,
0
ol h est la fonction définie par

h :]0; 400 — C

t— — .
1+ tel?
Calculer h(0) et

lim A(t).

t—-+o0

En déduire que la fonction g est constante sur | — ;7.

4 > Montrer que pour tout 6 €]0; 7|,
tI

! (9(—9)6“06 - 9(9)64”6) = sin(#) /O+OO R

9(0) sin(wt) = 2i 12+ 2tcos(0) + 1

5 > En déduire que :
+o0 (u sin(f) — cos(@))gc

0 €)0; 7, 9;9,/:/ du
v 6]0777-[/ Q( )‘ﬂn( T) cotan(6) 1+ u? 117
0
ou cotan(f) = C?S((g;
sin

6 > Montrer, en utilisant le théoreme de convergence dominée, que :

. . +oo du
91—1>H7rl_ 9(0) sin(xf)) = /—oo 1+u?

7 > En déduire que

+o00 tl'*l T
/ dt= .
o 1+t sin(mx)

Partie Il : Une expression (utile) de la fonction sinus

On rappelle que x est un élément de ]0; 1] fixé.

8 > Montrer que

00 txfl -1 tacfl T
| dt = [ (15 +7) &
o 141 o \1+¢ 1+t
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9 > Montrer que :

1tx71 400 _lk
o 1+t o ktz

10 > Etablir Iidentité

/0+oo G GV

1+t —ntx n+l—uw

n=0

11 > En déduire que 'on a
T 1 &X2-1)z

sin(rx) = ‘o n?—a? '

12 > En déduire enfin que :

= 2(=1)"ysin(y) sin(y)
vy €]0; E =1 .
Yy 6} 77([7 —= yQ _ n27T2 y

Partie 111 : Calcul d’une intégrale de Dirichlet généralisée
13 > Montrer que l'intégrale

/+oo 1-— (COS(t)>2p+l "

0 12
converge et que :

/0+OO M dt=(2p+1) /04—0C (cos(t))Zp sin(?) dt.

t? t

14 > Montrer que pour tout n € N* :

/gwT : (cos(t))gp sin(t) dt = /0g (cos(t))gp 2(=1)"¢sin(t) dt.

Stn—1 t 2 — n2r?

15 > En déduire que :

%:LOO (cos(t))Qp sin(t) dt = /0g <Cos(t))2p( +zo:c w> dat.

2 _ 22
t - tt=mncm

2

16 > En déduire que :

/.%o <cos(t)>2p sin(?) dt = /072' (cos(t)>2p dt.

Jo t

Dans le casp = 0, cette intégrale est communément appelée “Intégrale de Dirichlet”.
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<cos<t>>2p2§p(<2p)+2z( ! costety — >)

it pe—it ) 2p

17 > Montrer que :

Indication : On pourra développer ( S

18 > En déduire que :

Partie IV : Calcul de E(]SnD

Toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).

Soient (Xj)ren+ des variables aléatoires indépendantes, de méme loi donnée par :
PX,=-1)=P(X;=1)=—

n
Pour tout n € N*, on note S, = > Xj.
k=1

19 > Déterminer, pour tout n € N*, E(S,) et V(S,).

Soient S et T deux variables aléatoires indépendantes prenant toutes deux un nombre
fini de valeurs réelles. On suppose que T et —71" suivent la méme loi.

20 > Montrer que :
E( cos(S + T)) = E( cos(S)) E(COS(T)).

21 > En déduire que pour tout n € N*, et pour tout t € R :

E( cos(tS,J) = ( cos(t))".
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22 1> Soient a,b € R tels que a # 0 et [b] < |a|. Montrer que
|a 4+ b = |a| + signe(a) b
ou signe(z) = x/|z| pour  réel non nul. En déduire que :

¥n € N*, E(|S) = B(|S2)-
23 > Montrer que pour tout s € R

dt = —|s].

/+°° 1 — cos(st) ™
0 2 2

24 > En déduire que pour tout n € N* :

E<|Sn|> — 2/0+°o M dt.

™

25 > Conclure que :
(2n —1)!

Ve N, E(|Sl) = B(|Sm 1) = (= 1)

FIN DU PROBLEME
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