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Inégalité de log-Sobolev pour la gaussienne

Notations et résultats admis

— Soit la fonction ¢ définie sur R par ¢ (x) =

— Pour k € NU {oc}, on pose C* (R) I'ensemble des fonctions de classe C* sur R a
valeurs dans R.

— On note C'L (R) 'ensemble des fonctions de R dans R & croissance lente, ¢’est-a-
dire :

C'L(R):{f:R—>R7 3C > 0, Ik € N tel que pour tout z € R, |f(7)|gc(1+‘T‘k>}

— Onnote L' (¢) = {f € C°(R), fy intégrable sur R}.

— Soit t € R,. Pour une fonction f : R — R, on définit si cela est possible la
fonction P, (f) par :

VeeR, P (f)(x)= / (et VI Ty) o (v) dy.

—00

— Pour f deux fois dérivable sur R, on définit sur R la fonction L (f) par :

VeeR, L(f)(x)=f"(z)—zf (x).

— Une fonction P : R — R est dite fonction polynomiale en |z| s'il existe d € N et
d

des 1éels ap, ..., aq tels que pour tout z € R, P(z) = Y a |x|k
k=0
— Soient f: Ry — R une fonction et £ € RU{£o0}. On admet que thl f(t) =1si,
[—+00

et seulement si, pour toute suite (¢,)

nen de réels positifs telle que ngrfw t, = +o0,

ona ngrfoo ft,) =2
Partie 1 : Résultats préliminaires

1 > Montrer que toute fonction majorée en valeur absolue par une fonction polynomiale
en |x| est & croissance lente.
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2 > Montrer que C* (R)NCL(R) C L' (p).

400
On admet dans toute la suite du probléme que / pt)dt=1.

—00

3 > Montrer que C'L (R) est un espace vectoriel. Montrer aussi que C'L (R) est stable
par produit.

4 > Soit t € R,. Vérifier que la fonction P; (f) est bien définie pour f € C°(R) N
CL (R) et vérifier que P; est linéaire sur C° (R) N CL (R).

5 > Montrer que pour tout f € C°(R)NCL(R) et tout z € R,

i (1) @) = [ F ) ) dy.

t—+o00

6 > Soit ¢ € R;. Montrer que si f € C°(R)NCL (R), alors P, (f) € C°(R). Montrer
aussi que P;(f) est majorée en valeur absolue par une fonction polynomiale en |z
indépendante de t. En déduire que P, (f) € L* ().

On admettra dans toute la suite du probleme que, si f € C°(R)NCL (R), alors

+o0

vieR., [TRN@e@d= [T f@)e@d

7 > Montrer que pour toutes fonctions f,g € C?(R) telles que les fonctions f, f/, f”
et g soient a croissance lente, on a

[Tt @e@e@dr=— [ F@)g @ e

—00 —00

Partie 2 : Dérivée de P, (f)

OP (f) (x)
ot

Pour f : R — R et z € R, on note, si cela a un sens, la dérivée de la

fonction t € R — P, (f) (x).
Pour f: R — R et t € Ry fixé, on note, si cela a un sens, P (f)" (resp. P; (f)") la
dérivée de x € R +— P, (f) (x) (vesp. la dérivée seconde de x € R — P, (f) (z)).
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8 > Montrer que si f € C*(R) N CL(R) telle que f' € CL(R) et z € R, alors
t € Ry — P, (f) (z) est de classe C! sur RY et montrer que pour tout ¢ > 0, on a

w = /:: (xe_t + %y) I (e_tﬂc + my) ¢ (y) dy.

9 > Soient f € C? (R)NCL(R) telle que f' et f” soient & croissance lente et ¢ € R,
Montrer que = € R — P, (f) (z) est de classe C? sur R. Montrer aussi que

VreR, P (f) (z)=c"' /:j fefz+ VI—ey) o (y)dy

et

vreR, P(f) (z)=e® /_ oy (e +VI—ey) o (y) dy.

10 > En déduire que pour f € C*(R)NCL (R) telle que f’ et f” soient a croissance

lente, on a
OP (f) (z)

vte R, Vo € R, o1

= L (B (f)) (x).

Partie 3 : Inégalité de log-Sobolev pour la gaussienne

Pour f € C°(R)NCL (R) a valeurs strictement positives telle que
+o00
| T r@e@ar=1,
—00
on définit I'entropie de f par rapport a ¢ par :

But, (/) = [ I (f () f () () .

Dans la suite de cette partie, f est un élément de C? (R) & valeurs strictement positives
12

tel que les fonctions f, f/, f” et 7 soient a croissance lente. On suppose aussi que

[T r@ewar=1

—00

11 > Etudier les variations de la fonction  — tIn (¢) sur R . On vérifiera que I'on peut
prolonger par continuité la fonction en 0.
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12 >

13>

14 >

15 >

16 >

17 >

18 >

19 >

20 >

Justifier que la quantité Ent,, (g) est bien définie pour tout g € C*(R) N CL (R)

a valeurs strictement positives telle que / g(@)p(z)de =1

Indication : On pourra utiliser la question 11.
Pour t € Ry, on pose S (t) = Ent,, (P, (f)). Justifier que S (t) est bien définie.

Montrer que S est continue sur R;.

Indication : On pourra au préalable montrer que, si x € R, ¢t — P, (f) () est
continue sur R.

Vérifier que 'on a S (0) = Ent,, (f) et tLiEloo S(t)=0

On admet que S est de classe C' sur R et que
, +oo 9P, x

VteRY, S(t) = /_OO % (1+1n (P, (f) () ¢ (z) da.

Montrer que

vieR:, 8=/ LA @) +I(P ) @) ) dr

—00

En admettant que le résultat de la question 7 est valable pour les fonctions P, (f)
et 1+1In (P, (f)), montrer que

wers, s =e [THOE 0,

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que
f/2

+00
vteRY, —S'(t)<e™ /700 P, (f) () (z)dz

En déduire que l'on a :

VteRL, —S'(t)<e ™ /::o f;(;?@ (2) du.

Etablir I'inégalité suivante

+00 /2
Ent, (f) < 2/ f ¢ (z)da.

FIN DU PROBLEME
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